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Chapitre 1

Equations linéaires

Rappel : m est le nombre de lignes et n le nombre de colonnes.

1.1 Etude des solutions d’un systéme

Définition 1. On considére un systéeme d’équations linéaires

apxy+ -+ apr, = b

(1.1)

Gmp1 X1+ -+ Ty, = bm
qui peut étre mis sous forme matricielle
aip o Qi \ [T by
AP =b s A=| + . =] eRrR™ (1.2)
aml “ e amn l‘n bm
oll A est la matrice des coefficients de taille m x n, 7 € R" est la solution formée des n

inconnues et b € R™ est le terme constant (ou terme de droite). Il peut aussi étre mis
sous forme d’équation vectorielle,

T@ A+t Tan = b (1.3)

ot les a; sont les vecteurs colonnes de la matrice AVi =1,...,n.

Proposition. Le systéme satisfait une des situations suivantes :
i. Il posséde une unique solution,
ii. Il posséde une infinité de solutions,

iii. Il ne posséde aucune solution.

Définition 2. Un systéme admettant une solution, unique ou pas, est dit compatible.
Un systéme n’admettant aucune solution est dit incompatible.

Définition 3. Dans le cas d’un systéme homogene, b= 0, le systéeme admet toujours la
solution triviale @ = 0 et ne peut donc pas étre incompatible.
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1.1.1 Types de variables

Les variables de bases correspondent aux variables des colonnes pivots. Les variables
libres correspondent aux variables des colonnes non-pivots.

Si la i®™¢ colonne d’'une matrice ne posséde pas de pivot dans la forme échelonnée, x;
est une variable libre.

Si la i®™m¢ colonne d’une matrice posséde un pivot dans la forme échelonnée, z; est une
variable de base.

1.1.2 Solution unique

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i. le systéme ne posséde pas de variables libres,
ii. toutes les variables sont des variables de base,
iii. toutes les colonnes de la matrice sont des colonnes pivots,

iv. la solution est unique.

1.1.3 Infinité de solutions

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i. le systéme posséde une ou plusieurs variables libres,
ii. toutes les colonnes ne sont pas des colonnes pivots,

iii. le systéme posséde une infinité de solutions.

Si une ligne du type
(00 - 0]0)

apparait dans la forme échelonnée, le nombre de variables est plus grand que le nombre
d’équations (non triviales) < une ou plusieurs variables sont libres.

Exemple Dans un cas ou n = 5, m = 3 et nous avons les variables x1, x9, T3, T4, T5.
La forme échelonnée du systéme est de type

1 0 a1z Qai4 0 bl
0 1 ax axy 0]b
0 0 O 0 1]bs

la solution peut s’écrire

— b Ty = by — a13T3 — a1y
1+ a13%3 + a1ury = by o = b — Aot — Qon
2 = U3 = (373 — G424
To + Qo33 + sy = by &
Ty = bg
Ty = b3

xr3, x4 libres

ce qui revient a I’ensemble des solutions

21 —a13 —ai4
S = {(g) ‘|‘373<_%25) +I4<_C(1§24> L X3,T4 GR}
b3 0 0
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1.1.4 Pas de solution

Si la forme échelonnée de la matrice d’un systéme posséde une ligne du type
(00 -+ 0|h),h#0

alors le systéme est incompatible car la colonne de droite devient une colonne pivot.
1.2 Indépendance linéaire

1.2.1 Dans R?

Soit 1,03 € R? deux vecteurs non nuls qui forment la famille {v7, v3}.

Si av; + Bus = 0 n’admet que a = 3 = 0 comme solution
i. U7 et v; sont linéairement indépendants

ii. span{oy, 3} = R

iii. la famille {v7, 05} forme une base de R?

Si av; + Bvs = 0 admet une solution non triviale

i. U7 et v; sont linéairement dépendants,

ii. span{v7, 05} est une droite,

— . — —> .,
iii. v3 = A\v7 et on dit que v7 et v5 sont colinéaires.

1.2.2 Généralisation a R™

Soient p € N,p > 2 et les vecteurs 07,0, ...,0, € R" tous non nuls, qui forment la
famille {v7, 03, ...,v,} et la matrice n X p formée des vecteurs colonnes, A = (o @3 - ;).
Si a1271’+a2172’+---+ap17;:0n’admet quea; =0Vi=1,...,p
i. 7,03,...,7, sont linéairement indépendants,
ii. si
(a) p = n, span{v7,0s,...,0,} = R", toutes les colonnes de la matrice A sous
forme échelonnée sont des colonnes pivots et la famille {v7,v3,...,0,} forme

une base de R™.

(b) p < n, span{vy,vs,...,0,} # R™, toutes les colonnes de A sous forme éche-
lonnée sont des colonnes pivots et la famille engendre une partie de R™ (par
exemple une droite, un plan,...).

(¢) p > n est impossible car la famille {v1,v,...,7,} est libre.

N > . ..

Si 07 + Uy + - -+ + apU; = 0 admet une solution non triviale
i. v1,03,...,7, sont linéairement dépendants,

ii. la forme échelonnée de A posséde des colonnes non pivots,

cee . . —_ —> —> . . . , .
ili. au moins un des vecteurs de la famille {v1,v3,...,0,} est combinaison linéaire
d’un autre.
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1.3 Transformations linéaires

Théoréme 1. Soit T': R — R™ une transformation linéaire. Alors 3!A € R™*"™ telle
que T(Z) = AZ,VZ € R". Elle est donnée par A = (T'(e;) --- T(e,)) ou (e1,..., )
est la base canonique de R™ et T'(¢;) e R™Vi=1,...,n.

1.3.1 Transformations injectives et surjectives

1.3.1.1 Injectivité
Définition 4. Une transformation linéaire 7': R” — R™ est injective si tout vecteur
b € R™ est I'image d’au plus un vecteur de R™.

Remarques :

— Si T est injective alors Vi, v € R", U # ¥ = T(W) # T(7).

—

— T est injective < Vb € R™, T(7) = b admet au plus une solution.

Théoréme 2. Soit T: R" — R™ une application linéaire. T injective < T(Z) = 0
n’admet que la solution triviale 7 = 0.

1.3.1.2 Surjectivité

Définition 5. Une transformation linéaire 7: R” — R™ est surjective si tout vecteur
b € R™ est I'image d’au moins un vecteur de R".

Remarque : T est surjective < Im(7") = R™

Théoréme 3. Soit A la matrice canoniquement associée a T telle que A7 = T(Z). Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. T est surjective,
9. Tout b € R™ est combinaison linéaire des colonnes de A< span{ay, ..., a,} = R™

3. A posséde un pivot dans chaque ligne.

1.3.1.3 Bijectivité
SiT: R™ — R™ est injective et surjective < T est bijective.
1.3.2 Noyau et image d’une application

Définition 6. Soit T": R® — R™ une application linéaire.
Le noyau de T, noté ker(T"), est définit par

ker(T) = {Z € R": T(Z) = 0} C R" (1.4)

L’image de T, notée Im(7T'), est définie par
Im(T) = {b € R™: 3F € R" tel que T(F) = b} C R™ (1.5)



Chapitre 2

Calcul matriciel

Rappel : L’ensemble des matrices de taille m x n a coefficients réels se dénote R"™*"
ol m est le nombre de lignes et n le nombre de colonnes.

2.1 'Transposée

Propriétés : Soient A et B telles que AB existe. Alors
i. (AT =4
. (A+B)' = AT + BT
iii. (AA)T = \AT
. (AB)T = BT AT

ii
v

2.2 Inverse

Définition 1. Soit A € R"*". A est inversible s’il existe B € R™"*" telle que
AB=BA=1, (2.1)

L’inverse est unique et elle est notée A~!. Ona B = A%

Théoréme 1. Soit A € R™*". Les propriétés suivantes sont équivalentes :

A est inversible

VD € R*, A7 = b admet une unique solution donnée par 7 = AD
Les colonnes de A engendrent R" = span{ay,...,a,} = R"

A posséde un pivot par ligne et par colonne (A posséde n pivots)

Les colonnes de A sont linéairement indépendantes

L’équation AZ = 0 posséde une unique solution 5 = 0

On peut passer de A a I, avec des opérations sur les lignes = A ~ [,

A est un produit de matrices élémentaires

© ® N e o W e

L’application linéaire @ — A7 est surjective

—

. L’application linéaire x

—_
S

— AT est injective

. AT est inversible

—_
—_
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2.2.1 Calcul de I'inverse d’une matrice ou n = 2

Soit A € R?*2. Si det(A) # 0 alors

(¢ e ()

ou det(A) = ad — be.

2.2.2 Calcul de I'inverse d’une matrice ou n > 2

Soit A € R™™ inversible. A inversible & AA™' = A7'A = I, et on pose A™1 =
(771’ 17,;) On a alors

AAT =A@ - ) = (AT - A =1,

Comme I, = (e_{ e e_n’), ona Av, =€, Vi =1,...,n qui est une équation matricielle
a résoudre pour trouver v,. Etant donné que A est inversible, le systéme est compatible
et posséde n pivots. Avec 'AR, ona A ~ --- ~ [, qui est la forme échelonnée réduite de
A. La matrice augmentée associée a Av; = e; est

(Ale7) ~ -+~ (Iu]97)
qui devient, lorsqu’on pose tout les e;,
(AJET &) oo (L)

Autrement dit,
(A[Ip) ~ -~ (I]ATY (2.3)

Cela consiste a appliquer AR a la matrice augmentée (A|I,).

2.3 Composition de fonctions

Soient A € R™*™ associée a la transformation linéaire T4 et B € R™*P associée a la
transformation linéaire Tz.

Ty: R" — R™ et Tg: RP — R"
T— AZ T — BT

Alors la matrice canonique associée & la transformation composée de T4 et Ty est issue
de la multiplication matricielle des matrices A et B. On a

Tu(Ts(7)) = A(BT) = ABZ (2.4)

Remarque !’ensemble de départ est R et 'ensemble d’arrivée est R™. La taille de
la matrice AB peut étre trouvée avec m X w, A X p — m X p
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2.4 Décomposition LU

Soit A € R™*™. Avec 'algorithme de réduction. on & A ~ --- ~ U ou U € R"™*" est
une forme échelonnée de A. On va pouvoir factoriser A en

A=LU (2.5)
ou L € R™™ On a
1 0 * *
A= (2.6)
* 1 0 *
Y v

—

SiA:LU,A?:E)(:)LUY: b et on pose

UZ=Tet LT =10 (2.7)

2.4.1 Meéthode de décomposition

1. On échelonne A avec L; <= L; + kL; ot i < j. On obtient A ~ --- ~ U.

2. Chaque opération élémentaire (1) est associé réspectivement a sa matrice élémen-
taire E,. On a E, - - B, E4A=U.

3. On forme L en multipliant I,,, par les matrices ¢lémentaires inversées £, L Ep’_ll, N .
succéssivement. I,, ~ --- ~ L, autrement dit £, E,; - - Ep_llm = L.

2.4.2 Meéthode rapide

1 0o --- 0
a a . e A1n
11 12 1 o
Q21 - Q2n,
On pose A = ) et L= | ¢4
Am1 Amn ’ ’
01 e 1

On suppose que A posséde m pivots. Si A posséde p < m pivots, alors on utilise la
méthode en 2.4.1.

Etape 1 : Siaj;; 20 on pose £j1 = 2L i =2,...,m.

ailp aio 6(},.0.\0'/&“’ I_&.

Etape 2 A~ .-~ | 0 ax

Etape 3 : Si ay # 0 on pose {5 = (% t =3,...,m. Si as = 0 on regarde si Lo

posséde un pivot, qui pourrait étre as3 et dans ce cas l;5 = Zf‘; 1=3,...,m.

Etapes suivantes : Etc. pour les autres colonnes pivots.



Chapitre 3

Déterminants

Remarque : On ne considére que des matrices carrées, de taille n x n.

3.1 Calcul du déterminant

3.1.1 Lorsque n = 2

Soit A une matrice 2 x 2,
a b
A=
(- 3)
Alors le déterminant de A noté det(A) vaut

det(A) = =ad — be (3.1)

c d

ab‘

3.1.2 Lorsque n = 3

Soit A une matrice 3 x 3,

ailz aiz Az
A= a21 A2z A3

az1 asz 33
Alors le déterminant de A vaut

@11 a2 13

Q21 Q22
det(A)Z 91 Qo2 Q93| = A11

Q22 A23

32 Aa33 az1 as2

agy azz2 ass
3.1.3 Cas général
Définition 1. On appelle A;; la matrice des cofacteurs de A par rapport a la 19 ligne

et la j°™¢ colonne. Elle s’obtient & partir de A en éliminant la 1 ligne et la j°™¢ colonne

de A.
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Algébre linéaire

Exemple : Pour une matrice 4 x 4,

¢ 43 14
Q21 A22 A4z A24

A=
a31 as2 3 34

Q41 Q42 Q43 Q44

on a que
Q22 Q23 A24 Q21 Q23 24
A= |as ass asa |, A= |as1 ass as
Q42 Q43 Oyq 41 Q43 g4
Q21 Q22 A4 Q21 Q22 A23
A13 = azy Qs ass |, A14 = asy azz Aa3q
A41 Q42 Oyq 41 Q42 G43

Définition 2. On appelle déterminant la fonction qui associe a toute matrice carrée un

nombre (appelé determinant). On a que
1. det((a)) =a

2. Pour A = (aij)1<ij<n OD &

«

det(A) = CL11‘A11| - G12|A12’ + CL13|A13| — -+ <_1)n+1a1n|A1n|

n

& det(A) = Z(—l)j+1a1j|A1j|

j=1
3.1.4 Cas particuliers
Si A est une matrice diagonale de taille n x n alors
det(A) = ajrag - - Gy
Si A est une matrice triangulaire (inf./sup.) de taille n x n alors

det(A) = Q1192 * * * App

Remarque : Sia; =0 alors det(A) = 0 et A n’est pas inversible.

3.2 Propriétés du déterminant

Théoréme 1. Soient A, B deux matrices n X n,

det(AB) = det(A) det(B)

Théoréme 2. Soient A € R™"™ et F une matrice élémentaire. On a

det(EFA) = det(E) det(A)

—1 sitypel
avec det(EF) =<« sitype 2
1 sitype3

(3.3)

(3.6)

(3.7)



Chapitre 4

Espaces vectoriels

Définition 1. On appelle espace vectoriel un ensemble non vide V', composé d’éléments
sur lesquels sont définis une opération d’addition et une opération de multiplication par
scalaire. On les notes :

«+»:VxV —V et <Ko : RXxV —V
(u,v) — u+v (o, v) — aw
On appelle les éléments de V' les vecteurs. Les opérations vérifient les 10 axiomes.
Soient u,v,w € Vet a,f €R
.u+veV
. utv=v+tu
C(utv)+w=u+ (v+w)

. Il existe un élément de V', noté 0, tel que v + 0 = v. C’est I’élément nul.

.av eV

. a(u+v) =au+av

. (a+B)v=av+ pv

a(Bv) = (@B)v = afv
10. lu=wu

1
2
&
4
5. Vv € V, il existe un élément inverse, noté —v, tel que v + (—v) =0
6
7
8
9

Propriétés :

1. L’élément nul de V', noté 0y, est unique.

2. L’élément inverse de v € V', noté —wv, est unique.

3. 0v = 0y ou 0 est le zéro scalaire et Oy est I’élément nul de V.
4. a0y =0y

5. (=1)v=—v

4.1 Sous-espace vectoriel

Définition 2. Soit V' un espace vectoriel. On appelle sous-espace vectoriel une partie W
de V tel que :

1. L’élément nul de V doit étre dans W, i.e. Oy € W.
2. Siu,v e Walorsu+veW
3. SiueW, aeRalors au € W

10
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Remarque : Les propriétés d'un sous-espace vectoriel W assurent que W est un
espace vectoriel. Autrement dit

sous-espace vectoriel = espace vectoriel

4.1.1 Exemples d’espaces vectoriels

— R”™ est un espace vectoriel. R est un sous-espace vectoriel de R”.

— L’ensemble des matrices M,,«,(R) est I'espace vectoriel des matrices de taille
m X n a coefficients réels. On le note aussi R”*".

— PP, est 'espace vectoriel des polynémes de degré au plus n. Py est un sous-espace
vectoriel de P,,.

4.1.2 Sous-espaces vectoriels engendrés par une partie
d’espace vectoriel

Théoréme 1. Soient vy, ...,v, des éléments d'un espace vectoriel V. Alors on a que
span{vy, ..., v,} est un sous-espace vectoriel de V.
Définition 3. On dira que {v1, ..., v,} est la/une famille génératrice de span{vy, ..., v,}.

4.2 Applications linéaires

4.2.1 Noyau et image

Définition 4. (noyau) Le noyau d’'une matrice A € R™*" noté ker(A), est ’ensemble
des solutions de A7 =0, i.e.

ker(A) ={7 e R": A7 =0} (4.1)
Théoréme 2. Le noyau d’une matrice A € R™*™ est un sous-espace vectoriel.

Définition 5. (image) On appelle image de A € R™*" I'espace engendré par les colonnes
de A, noté Im(A) ou col(A). Si A= (a7 --- a,)oua; ER™i=1,...,m, ona

Im(A) = span{ay,...,a,} (4.2)
Théoréme 3. Im(A) est un sous-espace vectoriel de R™.

4.2.2 Application linéaire

Définition 6. Soit T': V — W, T est une application linéaire si a tout vecteur de V
est associé un unique élément 7'(V') de W qui vérifie

1. T(u+v)=T(u) +T(v)
2. T(au) = aT(u)

11
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4.3 Base d’un espace vectoriel

Définition 7. Soit V' un espace vectoriel. Soit B = {vy,...,v,} une famille de vecteurs
de V. Alors B est une base de V si

1. B est une famille libre.

2. B engendre V, i.e. span{vy,...,v,} = V.

Théoréme 4. (base extraite) Soient V un espace vectoriel, S = {vy,...,v,} une famille
de p vecteurs de V', et W = span{vy,...,v,}.
Alors :
1. Si un des vecteurs de S, disons vy, s’écrit comme combinaison linéaire des autres
vecteurs de S, {v1,..., Uk, Vkt1, - - ., Uy} reste un ensemble (une famille) générateur
de W.

2. Si W # {0}, alors il existe une sous-famille extraite de S qui est une base de W.

Remarque : Si W = {0} on a que W n’as pas de base.

4.3.1 Bases du noyau et de 'image
Pour ker(A) : nb. de variables libres = nb. de vecteurs de la base de ker(A).

Lemme Soient A une matrice et B sa forme échelonnée. Alors :
i. Les colonnes pivots de B sont linéairement indépendantes.
ii. Les colonnes qui ne sont pas pivots sont des combinaisons linéaires des autres.
iii. Les colonnes de A qui correspondent aux colonnes pivots de B sont linéairement
indépendantes.
Constat Les opérations élémentaires préservent les relations de (in-)dépendance linéaire
des colonnes. Donc pour trouver une base de Im(A) :
1. Echelonner A.
2. Trouver les colonnes pivot.

3. Les colonnes de A qui correspondent aux pivots forment une base de Im(A).

4.3.2 Systémes de coordonnées

Notation : S = {a,b,c} est un ensemble contenant a,b et ¢ ot 'ordre ne compte pas
(c.f. span). S = (a,b,c) est un ensemble contenant a,b et ¢ ou 'ordre compte (c.f. les
solutions S = (s1,...,Sn)).

[v]s désigne le vecteur v dans la base B. On note [v]g = v lorsque v est dans la base
canonique F.

Théoréme 5. Soit B = (by, ..., b,), une base d’un espace vectoriel V. Yv € V, Jay, ..., a,
uniques, tels que v = a6y + - - - + ayb,.

12
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Définition 8. Les scalaires o, ..., «a, sont les composantes, ou coordonnées, de v dans
la base B. On note
aq
g =| : (4.3)
Ay,

4.3.2.1 L’application coordonnée

Définition 9. Soit V' un espace vectoriel et B une base de V. Si B = (by,...,b,), alors
v =aib; + -+ + a,b, et on peut exprimer v sous forme vectorielle

aq
[U]B = e R" (4.4)
Qp
On définit 'application coordonnée :
[s]s: V — R" (4.5)
v— [v]g

Théoréme 6. [+]|5 est une application linéaire et bijective.

Définition 10. Un isomorphisme est une application linéaire d’un espace vectoriel vers
un autre espace vectoriel.

Remarque : [¢]5 est un exemple d’isomorphisme.

4.4 Changement de base

4.4.1 DMatrice de changement de base

Définition 11. (matrice de passage) Soient V un espace vectoriel, et B = (b1,...,b,) et
C =(c1,...,¢,) des bases de V. On note Peg = Fe. g la matrice de passage de la base B
a C est telle que

Peglvlp = [ve (4.6)

La matrice de passage prends ses valeurs des vecteurs de base :

Peg = ([bile -+ [bnle) (4.7)

4.4.1.1 Inverse

La matrice de passage de la base C a B est 'inverse de la matrice de passage de la
base B aC :
(Pes) ™" = Pac (4.8)

Ainsi, on a que
(Pes) ' [vle = Paclvle = [v]s (4.9)

13
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4.4.1.2 Dans la base canonique

Lorsque C = F = (é1,...,¢€,) on a que
Pps[7Vs = [V]E (4.10)
et
Pes = ([brle -+ [bule) (4.11)

4.4.2 Généralisation aux espaces vectoriels

Soient V' un espace vectoriel, et B = (by,...,b,) et C = (cy,...,c,) des bases de V.
i. Soit v € V. d~; € R tels que v = yi1¢1 + -+ + VpCp-

Trouvons [v]z = ( : )

On doit résoudre Feglv]s = [v]e ot Pep = ([bi]e -+ [bn)e) est la matrice de
changement de base de B a C et [v]g est I'inconnue.

ii. Soit v € V. Supposons Ja; € R tels que v = a1b; + - - - + @, by,.

7
Trouvons [v]e = ( : )

Tn
On doit résoudre Peg[v|p = [v]ec ou Peg est la matrice de changement de base de

B a C et [v]c est 'inconnue. Dans ce cas on a une multiplication matricielle.

4.5 Dimensions d’un espace vectoriel

Théoréme 7. Soient V' un espace vectoriel et B = (by, ..., b,) une base de V. Alors toute
famille d’éléments de V' de plus de n éléments est forcément linéairement dépendante.

Théoréme 8. Soient V' un espace vectoriel et B = (by,...,b,) une base de V. Alors
toute autre base de V' posséde n éléments.

Définition 12. (dimension) Soit V' un espace vectoriel.

1. Si V est généré ou engendré par une famille finie d’éléments de V', on dira que
V' est de dimension finie. On note sa dimension dim(V) € N qui est le nombre
d’éléments dans sa base.

2. Si V n’est pas généré par une famille finie d’éléments de V', on dira que V est de
dimension infinie.

4.5.1 Dimension du noyau et de I'image

Soit A € R™" avec A= (a7 -+ a,), @ ER"Vi=1,...,n.

1. Im(A) = span{ay, ..., a,} € R™ alors dim Im(A) < m.
{ai,...,a,} n’est pas forcément une base de Im(A). On doit trouver les colonnes
pivot.

Donc dim Im(A) est égal au nombre de colonnes pivot.

14
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2. ker(A) = {7 e R": AU =0} CR" On résout A7 = 0 et le nombre de variables
libres est égal au nombre d’éléments dans une base de ker(A). Or,

variable libre < colonnes non pivot

Donc dimker(A) est égal au nombre de colonnes non pivot.

Définition 13. (rang) Soit T': V' — W, une application linéaire. On appelle dim Im(7")
le rang de T, noté rang(7") = dim Im(7).

Si T est matricielle (7': R" — R™), alors

dim Im(7") = dimIm(A) = rang(7") = rang(A) (4.12)

Théoréme 9. (théoréme du rang)

1. Soit A € R™*"  alors
dim ker(A) + rang(A) =n (4.13)

2. Soit T: V. — W ou dim (V) = n,
dimker(7T") 4 rang(7T) = n (4.14)

Théoréme 10. (matrices inversibles) Soit A € R™*". Les propositions suivantes sont
équivalentes.

1. A est inversible.
2. rang(A) =n
3. dimker(A4) =0

4.5.2 Espaces des lignes d’une matrice

Soit A € R™*". La decomposition selon les lignes de A est

aipx - Qip Lgn, (A)
A= Ll = : (4.15)
A1 " Qmn Lgn, (A)
De plus
aip -0 Aml
AT = t | = (Leni(A) -+ Lgng,(A)) (4.16)
A1 o

oit Lgn! (A) e R"Vi=1,...,n.

Définition 14. Le sous-espace vectoriel engendré par les lignes de A est

Lgn(A) = span{Lgn] (A),...,Lgn’ (A)} et Lgn(A) C R" (4.17)

15
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Théoréme 11. Soit A € R*»*".
dim Lgn(A) = dim Im(A) (4.18)

c’est-a-dire,
rang(A") = rang(A) (4.19)

Théoréme 12. Si A est équivalent & B selon les lignes, alors leurs lignes engendrent le

méme espace.

4.6 Matrice d’application et changement de
base

Soient V. W des espaces vectoriels avec dimV = n et dimW = m. Soilent B =
(b1,...,b,) une base de V et C = (¢1,...,¢p) une base de W. Soit T: V. — W une
application linéaire. On appelle M la matrice qui représente 17" dans les bases B et C et

[T(v)]le = M[v]s (4.20)
ou M = (e ([Foe) et o= ( ¢ )
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Chapitre 5

Valeurs et vecteurs propres

5.1 Introduction

Définition 1. Soit A € R™". Alors ¥ € R" est un vecteur propresi v =0 et si IN € R

tel que
AT = \U (5.1)
v

et A\ s’appelle la valeur propre associée a v.

Remarque : )\ peut étre nulle mais pas .

Définition 2. Soit A € R™*". Alors F) est ’espace propre a . Il est définit par

E\ =ker(A— \I) (5.2)

Théoréme 1. Soit A € R"*".
A est une valeur propre < det(A — AI) =0

Définition 3. det(A — A\I) = 0 s’appelle 'équation caractéristique. On pose
pa(N) = det(A — AI) (5.3)

ot pa(A) € P, est le polyndme caractéristique.

Théoréme 2. Pour les matrices triangulaires ou diagonales, les valeurs propres sont sur
la diagonale.

Théoréme 3. Soit A € R™". Soient \q,..., \, distinctes, r < n. Alors o1,...,7,, les
vecteurs propres associés a Aq,..., A, respectivement, sont linéairement indépendants.
Théoréme 4. \ = 0 est une valeur propre < A est singuliére.
a-A ¢ @
% b = )\ |
5.1.1 Calcul des vecteurs propres
¥ \e @ (-A
Soit A € R™*", /‘/
i. On détermine les valeurs propres Ay, ..., A, issues de pa(A) = det(A — AI).
ii. On détermine les espaces propres E) , ..., E), avec E), = ker(A — \;1).
iii. Les vecteurs formant le span des E), sont vy,. On obtient 4y, , ..., 0y, .
o - )\ /4 @x

J\g/‘t e O"\Nw |FO
17 \a @ (-A
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5.2 Matrices semblables

Définition 4. Soient A, B € M,,»,(R). S’il existe P de taille n x n, inversible et telle
que

B=P AP (5.4)
On dira que A est semblable & B.

Théoréme 5. Soient A, B € M,,,(R) semblables = pa(\) = pp(\) et A, B possédent
les mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités.

Remarque : mémes valeurs propres # semblables.

5.3 Diagonalisation

Définition 5. Soit A € R" ™. Si A est semblable & D, une matrice diagonale, on dira

que A est diagonalisable et
D =P AP (5.5)

Remarque : On a alors que A = PDP~!. Toute matrice n x n n’est pas forcément
diagonalisable

Théoréme 6. (critére de diagonalisation) Soit A € R™*™,

( Lin. (wo\a_DO)

A diagonalisable < A admet n vecteurs propres libres (5.6)
Remarque : A posséde n valeurs propres distinctes = A admet n vecteurs propres
linéairement indépendants.

Théoréme 7. Soit A € R™"™. Si A posséde n valeurs propres distinctes, alors A est
diagonalisable.

Remarque : Mais
— A diagonalisable # A posséde n valeurs propres distinctes,
— A ne posséde pas n valeurs propres distinctes # A diagonalisable,
et dans ce cas il faut trouver les espaces propres et voir si les n vecteurs propres sont
linéairement indépendants.

Théoréme 8. Soit A € R™ ™. Si pa(\) admet n racines Ay, ..., \, comptées avec leur
multiplicité (\; et \; pourraient étre les mémes valeurs), alors

A est diagonalisable < dim E), = my, (5.7)

ot my, est la multiplicité de \; pour les valeurs propres \; distinctes.

Théoréme 9. Soit A € R™*™. Si A est symétrique alors elle est diagonalisable.
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5.3.1 Methode de diagonalisation

On cherche les valeurs propres puis les vecteurs propres. On a ensuite

A1 0
D = (5.8)
0 An
et si v1,...,0, sont les vecteurs propres linéairement indépendants associés alors
P = (171’ 177:) (5.9)

5.4 Applications linéaires et valeurs propres

On cherche & interpréter PDP~! comme une application linéaire.

Théoréme 10. Soit A € R™". A est diagonalisable en D = P7!AP (donc D est
diagonalisable). Soit B une base de R" formée des colonnes de P. Alors D est la matrice
de I'application
T:R*" — R"
U — AT

dans la base B. C’est a dire, si B = (b_l), o ,b_,:) alors

D= (T@ls - 1)) (5.10)

Théoréme 11. (spectral) A symmétrique = A diagonalisable.

Théoréme 12. Soit A € R™" diagonalisable en D = P71AP. Si B est la base formée
des colonnes de P, on a que D est la matrice de 'application ¥+ A7 dans la base B.



Chapitre 6

Orthogonalité et moindres carrés

6.1 Produit scalaire

Définition 1. Soient u, ¥ € R™. On définit le produit scalaire par
LoV = uvy + -+ + Uyv, (6.1)
ou Uev €R.
Remarque : @7 = U 0

6.1.1 Norme d’un vecteur

Définition 2. Soit ¥ € R™. Sa norme est le scalaire positif ou nul donné par

1T = /02 + -+ 02 (6.2)
Remarques :
L (1Tl = VEeT
i |7|=0e7=0
iii. Soit a € R. [[aT = |a| | 7]
6.2 Orthogonalité
Définition 3. Soient @, 7 € R™. On a
ULT e Ut =0 (6.3)

6.2.1 Orthogonalité & un sous-espace vectoriel

Définition 4. Soient W C R™ un sous-espace vectoriel de R™ et @ € R™. Si % est tel
que Uew = 0 VW € W, alors U est orthogonal & . L’ensemble de tous les vecteurs de
R" orthogonaux a W est noté W+ et

W ={WeR": TewW =0, Vi € W} (6.4)
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Orthogonalité et moindres carrés

~Ww.S¢.

Théoréme 1. Soit W C R"™ un sous-espace vectoriel de R". Alors

1. W+ est un sous-espace vectoriel de R". . KV\ _
2. W N = {0} &N\J'\‘J\AWK") =dim [Ic =

Théoréme 2. Soit A € R™" donnée par A= (a7 --- a,), a; € R™.
ker(A) = {u eR": AU =0} CR"

Im(A) = span{ay,...,a,} CR™
Lgn(A) = span{Lgnj (A),...,Lgn’(A)} CR"

Soient

Alors

1. Lgn(A)* =ker(A) ~— o~
2. Im(A)* = ker(A7T) \ L\ ' 5 % :

6.3 Familles orthogonales et projections

orthogonales
La base de W doit étre orthogonale.

Remarque :
Définition 5. Une famille de vecteurs {ug, ..., u,} de R" est dite orthogonale si
e =0Vi,j=1,....petij (6.5)
P

Théoréme 3. Soit {u1,...,u,} une famille orthogonale de R™. Si u; # 0 Vi = 1,

u,} est libre.

alors {uy, ...,
— n .
uy} € R™ mais

u,} est une base de W = span{uj,...,

Remarque : {uj,...,
{ui,...,uy} nest pas forcément une base de R".
,Up} une base

/A Théoréme 4. Soient W C R™ un sous-espace vectoriel de R" et {vy,
orthogonale de W. Alors Vi§ € W, @=laq0; + - F oy avecay = S5 —1,...,p.

6.3.1 Projections orthogonales
Soient W C R™ un sous-espace vectoriel et ¥ € R",; 7 € W. On note Py (7) la

projection orthogonale de ¥ sur W. On a que Py (V) est
i. I'unique vecteur tel que ¥ — Py () est orthogonal a W

ii. 'unique vecteur de W qui minimise la distance || v — Py (7)|| entre ¥ et W
T € R"™ peut
Z € W+, On

Théoréme 5. Soit W C R™ un sous-espace vectoriel. Alors tout vecteur
. >
Uy} avec

s’écrire comme la somme de deux vecteurs v = U + Z ou U € W et
au = Pw(V)et 2 — Pw/(7). Plus précisément, si W = span{ug, .

u,} une base orthogonale, alors

{ul,...
Teuy Ve,
— 1 — D —>
PW(U)=—> U + + = — Up -
Uy * Uy Up*Up ax;
.__,_,—

uy), u; € R™ et ‘U € R™". Alors les colonnes

Théoréme 6. Soit U = (171’
ui,...,u, sont orthonormées < UTU = I,,.
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. 7T T Trr T _
Remarque : U'U #A#UU". DeplusU'U =1, » UU" = I,,.

nxn mxXm

Théoréme 7. Soit U € R™ " dont ses colonnes sont orthonormées. Soient u, v € R".
Alors

L |U7 = [|7]]
2. (UT)e(UT) = T
3. UTUu =0 Tu=0

6.3.2 Meilleure approximation

Théoréme 8. Soient W C R™ un sous-espace vectoriel et ¥ € R™. Soit Py (7) € W la
projection orthogonale de ¥ dans W.

On va dire que Py (7) est la meilleure approximation de ¥ dans W (le point de W
le plus proche de 7). C'est a dire |7 — Py ()| < | T — @], YW € W.

Théoréme 9. Soit W € R™ un sous-espace vectoriel et W = span{uy,...,u,}, ou
{u1,...,u,} est une base orthonormée, alors Vv € R",
Pw(7)=UU"" (6.7)
onU = (171’ zTn’) est de taille n x p.
Remarques :

. UTU =1, et UTUW = [,W Vid € RP
UUTY =Py (V) VU e R®
ii. si W =R" alors UUT = UTU = I,,.

Définition 6. Une matrice n X n inversible telle que UTU = I, (et donc U™! = UT) est
dite orthogonale et ses colonnes sont orthonormales.

6.4 Gram-Schmidt ————

Précédemment, toutes les bases étaient orthogonales. Gram-Schmidt permet d’effec-
tuer des projections avec des bases non orthogonales.

6.4.1 Théoréme de Gram-Schmidt

Théoréme 10. Soient W C R™ un sous-espace vectoriel et {v1,...,v,} une base de W.

On peut construire une base orthogonale en suivant le procédé de Gram-Schmidt :
— ug = v1, Wi = span{u;}

7 7“75 = 175 - PWl (175)7 Wy = Span{ﬁ? 772)}
T 77?: == 17:; - PW2 (17:;)7 W3 = Span{,LTl: 172)7 7,7‘3:}

T lT; = 17; - PWp—l (17;)
La famille {u7, ..., u,} est une base orthogonale de W.
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6.4.2 Meéthode générale pour les projections

Si W = span{uy,...,9,} et on cherche la projection de I sur W.
1. Vérifier si {v1,...,7,} est une base (est-elle libre et forme-t-elle W).
2. Vérifier si v;¢0; = 0 Vi # j, donc que {v1,...,7,} est orthogonale.

3. Si ce n’est pas le cas, orthogonaliser la base avec Gram-Schmidt.

4. Faire la projection.

6.5 ‘Moindres carrés

—

On considére AT = b incompatible = b ¢ Im(A). On va chercher & approximer b,

donc trouver @ € R" tel que
AZ =T (6.8)

Le A7 le plus proche de b correspond a Prpy A)(?). Donc pour trouver la solution
7, on résout

AT = Praay (D) (6.9)

Définition 7. Soit A € R™" et b € R™. On appelle solution au sens des moindres
carrés de I'équation AZ = b un vecteur & € R” tel que VZ € R”

1D — Az|| < ||b — AT (6.10)

N
Théoréme 11. L’ensemble des solutions au sens des moindres carrés de A7 = b est
égale a ’ensemble non vide des solutions de 1’équation normale

ATAT = A"D (6.11)

Donc soit on résout A7 = PIm(A)(Z)), soit on résout ATAZ = AT D.

Théoréme 12. Soit A € R™*™. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Vb € R™ A7 = b admet une unique solution au sens des moindres carrés.
2. AT A est inversible.
3. Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

Dance ce cas, = la solution au sens des moindres carrés est donnée par

&= (ATA)A"D (6.12)
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Chapitre 7

Matrices symétriques et forme
quadratique

7.1 Théoréme spectral

Théoréme 1. Soit A € R™" symmétrique. Alors on a
1. A admet n valeurs propres réelles (pas forcément distinctes).

2. Pour chaque valeur propre distincte on a
dim Ey, =m; (7.1)

ou m; est la multiplicité de A;.
3. A est diagonalisable en base orthonormale.

4. Les espaces propres I, sont deux a deux orthogonaux :
E\, L E\, (7.2)
Vi # .
Remarque : Si 1., 2. ou 4. sont vrais, on a pas forcément que A est symmétrique.

En revanche, si 3. est vrai, alors A est symmétrique. De plus, si 1., 2. et 4. sont vrais,
alors 3) est vrai et donc A est symmétrique.

7.2 Décomposition spectrale

Si A est symmétrique, on peut décomposer A en parties qui dépendent des valeurs

propres.
A 0
SiA=PDPYouD = < _ ) et P= (u; -+ u3) une matrice orthogonale.
0
A=PDP" =\t - N (7.3)

On a que w;u; ¢ est une matrice de taille n x n de rang 1.
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Chapitre 8

Methodes rapides de résolution de
problémes

8.1 Caractérisations de systémes matriciels

Rappel pour une matrice m x n, m désigne le nombre de lignes et n le nombre de
colonnes.
Le théoréme du rang pour A € R™*™ .

dimker(A) + rang(A) =n

8.1.1 Taille des matrices

Soit T': R™ — R™. Les matrices suivantes sont associées a la transformation 7.

8.1.1.1 m=n

11 Q12 - Aip

Qg1  A22 - dgp

Am1 Am2 -~ Omp
Neq = NMvar

Transformation linéaire associée : Si dimker(7") = 0 alors rang(7) = n et la
matrice engendre R™ (la base d’arrivée). Sidim ker(7") > 1 alors rang(7") = n—dim ker(7")
et la matrice n’engendre pas R™ (la base d’arrivée).

8.1.1.2 m>n

a1 Ain

21 Qon,

Am1 Amn
néq > Nvar
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Transformation linéaire associée : D’office, la matrice ne pourra pas engendrer
R™ car il n’y a pas assez de variables. On donc que rang(7") < n.

8.1.1.3 m<n

aj;p a2 A1n
Am1 Am2 ' Qmp
néq < Nyar

Transformation linéaire associée : Il y a trop de variables par rapport au nombre
d’équations. On aura donc des variables libres. On a donc que dimker(7") > n — m et si
rang(7) = m on aura que dimker(T) =n —m. &

vO ( ’

D“V\—S’Mtq canl = V\,\g Q"
8.2 Valeurs propres

8.2.1 Trace

On a que pour A € R™*",

tr(A)
- =Y N (8.1)
s
Autrement dit, >, \; = —tr(A) si n est pair et ), \; = tr(A) si n est impair.

8.2.2 Diagonale et déterminant

Pour les matrices A € R"*" carrées mais pas forcément diagonales,
[T) = det(4) (8.2)

De plus, lorsque A € R™*" est diagonale, le produit de la diagonale [[; a; est égal au
produit des valeurs propres, et donc

[ ai=]]* = det(4) (8.3)

8.2.3 Somme _des coefficients des lignes @& —

Si la somme des coefficients sur chaque ligne est la méme, alors la valeur de cette

(1)

Pour L, la somme 3+1+1+1 =6, pour Ly la somme 1+3+1+1=6. On a la méme

)

somme est une valeur propre.

Exemple :

=
= QO = =
QO =

chose pour L3 et L, et donc A = 6 est une valeur propre du vecteur (

b
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Transformation linéaire associée : D’office, la matrice ne pourra pas engendrer
R™ car il n’y a pas assez de variables. On donc que rang(7") < n.

8.1.1.3 m<n

aj;p a2 A1n
Am1 Am2 ' Qmp
néq < Nyar

Transformation linéaire associée : Il y a trop de variables par rapport au nombre
d’équations. On aura donc des variables libres. On a donc que dimker(7") > n — m et si

rang(7T) = m on aura que dimker(T) =n —m.
g q ,6%@“(7(& A \/-P'
8.2 Valeurs propres 5(7@&@ -

8.2.1 Trace

On a que pour A € R™*",

tr(A)
- =Y N (8.1)
s
Autrement dit, >, \; = —tr(A) si n est pair et ), \; = tr(A) si n est impair.

8.2.2 Diagonale et déterminant

Pour les matrices A € R"*" carrées mais pas forcément diagonales,

[T) = det(4) (8.2)

v
De plus, lorsque A € R™*" est diagonale, le produit de la diagonale [[; a; est égal au

produit des valeurs propres, et donc

[ ai=]]* = det(4) (8.3)

8.2.3 Somme des coefficients des lignes

Si la somme des coefficients sur chaque ligne est la méme, alors la valeur de cette

(1)

Pour L, la somme 3+1+1+1 =6, pour Ly la somme 1+3+1+1=6. On a la méme

)

somme est une valeur propre.

Exemple :

=
= QO = =
QO =

chose pour L3 et L, et donc A = 6 est une valeur propre du vecteur (

b
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Transformation linéaire associée : D’office, la matrice ne pourra pas engendrer
R™ car il n’y a pas assez de variables. On donc que rang(7") < n.

8.1.1.3 m<n

aj;p a2 A1n
Am1 Am2 ' Qmp
néq < Nyar

Transformation linéaire associée : Il y a trop de variables par rapport au nombre
d’équations. On aura donc des variables libres. On a donc que dimker(7") > n — m et si
rang(7T") = m on aura que dimker(7") =n — m.

8.2 Valeurs propres
8.2.1 Trace

On a que pour A € R™*",

tr(A)
- =Y N (8.1)
s
Autrement dit, >, \; = —tr(A) si n est pair et ), \; = tr(A) si n est impair.

8.2.2 Diagonale et déterminant

Pour les matrices A € R"*" carrées mais pas forcément diagonales,
[T) = det(4) (8.2)

De plus, lorsque A € R™*" est diagonale, le produit de la diagonale [[; a; est égal au
produit des valeurs propres, et donc

[ ai=]]* = det(4) (8.3)

8.2.3 Somme des coefficients des lignes

Si la somme des coefficients sur chaque ligne est la méme, alors la valeur de cette

(1)

Pour L, la somme 3+1+1+1 =6, pour Ly la somme 1+3+1+1=6. On a la méme

)

somme est une valeur propre.

Exemple :

=
= QO = =
QO =

chose pour L3 et L, et donc A = 6 est une valeur propre du vecteur (

b
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